Densité des polynémes orthogonaux
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Définition 1. Soit I un intervalle de R. On considére p une fonction poids sur I, c’est-a-dire
une fonction p : I — RY vérifiant

Vn e N, J |z|"p(x) dz < +o0.
I
On note alors
L) = {1 >R | 17@)Pola) do < +o0}

que 'on munit du produit scalaire
< fo>= | F@@n(e) da

qui en fait un espace de Hilbert. On note alors (P, ), I'unique suite de polynéme orthogonaux
pour ce produit scalaire, échelonnée en degré.

Théoréme 2. On suppose qu’il existe a > 0 tel que

L el p(x) du < +o0.

Alors (P,),, est une base hilbertienne de L*(I, p).

Démonstration. On cherche & montrer que la suite (P,), est totale dans L?(I, p). On uti-
lise pour cela le critére de densité valable dans les espaces de Hilbert, et on montre que

(Vect(Pn,n € N))L = (Vect(z +— 2", n € N))L = {0}. On considére donc f € ( Vect(z —
" i
", neN))".
FEtape 1 : prolongement de la transformée de Fourier d’une fonction. On pose

o(z) — { f@)p(x) sizel

0 sinon.

On remarque que ¢ € L'(R) puisque pour z € I, |f(z)|p(z) < (1 + |f(z)[*)p(z) € L (I),
ce qui nous permet de considérer

2(¢6) = f[ f(@)e () da
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la transformée de Fourier de . On pose alors, pour z € B, = {z € C | |S(2)| < a/2},

F(:) = | e f@ip(o) do

qui est bien défini puisque pour z € By,

f €7 ()| p(x) dar < f €712 £ () () diz
I I

1/2 1/2
< (J el p(z) da:) (j |f(z)p(x) daz) < 400
I 1
par inégalité de Cauchy-Schwarz.

Etape 2 : F est holomorphe sur B,. On applique le théoréme d’holomorphie sous I'in-
tégrale a la fonction F(z) = §; g(x, z) dx on g(x,z) = e”*** f(x)p(x) pour z € I et z € B,.
On a,

(i) pour tout z € By, x — g(z,z) est mesurable sur I,
(ii) pour tout x € I, z — g(x, z) est holomorphe sur l'ouvert B,,

(iii) pour tout x € I et z € By,

lg(x, 2)| < h(z) = | f(2)|p(x)

et he LY(I).
Ainsi, F' est holomorphe sur B,.

Etape 3 : calcul des dérivées de F en 0. D’aprés le théoréme d’holomorphie sous I’inté-
grale, pour n € N, et pour z € By,

FO(z) = L (iy"ae % f(2)p(z) di

et donc FM(0) = (—i)" §; 2" f(x)p(z)dx = (—i)* < f,x — 2™ >= 0 par hypothese sur
f. Ainsi par unicité du développement en série entiére d’une fonction holomorphe, F' est
nulle sur un voisinage de 0. Par le principe des zéros isolés, puisque B, est connexe, F' est
nulle sur By, et donc, puisque F = @ sur R, ¢ est nulle. Par injectivité de la transformée
de Fourier sur L', ¢ est alors nulle sur R, et donc finalement f est nulle sur 1. ]

Remarque. 1l existe des fonctions poids dont les polyndémes orthogonaux associés ne forment
pas une base hilbertienne de L?(I, p), par exemple, pour la fonction poids p(z) = z~1°8(®)
sur I =10, +00[, la fonction f(z) = sin(27 log(x)) est orthogonale & tout les polynomes, voir
la référence pour plus de détails.
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Ezemple. On considére la fonction poids sur I = R, p(z) = e Les polynoémes orthogo-

naux associés sont appelés polynémes de Hermite. Les premiers polyndémes de Hermite sont
les suivants :

1 3

3

Py=1, P =X, P2=X2—§, P3=X3—§Xet P4=X4—3X2+1.

On dispose d’une formule explicite pour ces polyndmes, en les imposant unitaires :
(=)™ 2d™ /2
P,(x) = e’ —(e r )
n(@) 2n dx™

Démonstration. On commence par montrer par récurrence que pour tout n € N, P, est un
polynoéme unitaire de degré n. En effet le résultat est évident pour n = 0, et si il est vrai
pour un certain n € N, alors

Pante) = e (e (7)) = e 4 (e o)
= —%er ( — 23:67:”2]3”(56) + 6712% (Pn(a:))> =xP,(z) — %% (Po(x))

et on obtient le résultat par hypothése de récurrence. On montre alors que pour m,n € N,

! .
< Py, P, >= @" 0,7, On écrit, en supposant que m < n,

_ L2, (=) d¥ [ _.»
< Pn, P, > = JR P ()P (x)e™ ™ dx = on JR Pm(x)%@ ) dz

= e (o) s () e

grace & m intégrations par parties. Maintenant, si m = n, on obtient le résultat puisque
P, est unitaire de degré m et que SR e dy = y/m. D’autre part, si m < n, une autre
intégration par partie nous donne < P,,, P, >= 0 puisque P,, est un polynéme de degré
m. O

On remarque que la fonction poids p vérifie les hypothése du théoréme précédent pour
tout @ > 0, et donc les polynomes de Hermite forment une base hilbertienne de L?(R, p).
Or les applications

L*(R,p) — L*R)
f = P
giNe = g

sont des isométries bijectives réciproques I'une de I'autre. Ainsi (Pne_"”2/ 2),, est, & renor-
malisation prés, une base hilbertienne de L?(R) qui s’écrit explicitement

1. On a une formule plus explicite que cela pour ces polynémes, mais elle demande plus de travail, voir
la référence.
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